12.1

a) Jonon erotusluku d saadaan laskemalla perdkkdisten jasenten erotus.

d=13-7=6 d=a,—a,

b) Lasketaan jonon 23. jdsen.

a,=a,+(n-1)d,
ay, =7+22-6 - .
missd @, =7, n=23 ja d =6.

=139

¢) Muodostetaan jonon yleisen jdsenen lauseke.

a,=a,+(n-1)d,

a,=T+(n-1)-6 . :
missd a, =7 ja d =6.
=7+6n-6
=6n+1
Vastaus
a)d=6
b) a,, =139

¢) a,=6n+1



12.2

a) Kun poytid on 1, on istumapaikkoja 6.
Aina, kun lisdtddn yksi poytd, saadaan 2 istumapaikkaa lisda.

Istumapaikkojen maarat muodostavat aritmeettisen jonon, jonka
ensimmdinen jisen a, =6 ja erotusluku d=2.

Muodostetaan jonon yleisen jdsenen lauseke.

a,=a,+(n-1)d,
a,=6+(n-1)-2 - .
missd a, =6ja d =2.
=6+2n-2

=2n+4

Kun poytid on n kappaletta, voidaan pOytiin sijoittaa 2n + 4 vierasta.

b) Lasketaan jonon 17. jdsen.

a,=2-17+4 a,=2n+4, missd n=17.
=38

Kun poytid on 17 kappaletta, voidaan pdytiin sijoittaa 38 vierasta.
Vastaus

a) 2n + 4
b) 38



12.3

Muodostetaan ensin jonon yleisen jasenen lauseke.
Lasketaan perékkaisten jdsenten erotus.
d=42-35=7

Muodostetaan jonon yleisen jésenen lauseke.
a,=a,+(n-1)d,

a,=35+(n-1)-7 o _
missd @, =35ja d=7.

=Tn+28

Muodostetaan seuraavaksi yhtdlo ja ratkaistaan 7.

a, =630 Sijoitetaan a, =7n+ 28.
Tn+28=630 Ratkaistaan CAS-laskimella.
n=_86 Luku 86 kelpaa jdsenen jarjestysluvuksi.

Luku 630 on jonon 86.jdsen: ay =7-86+28=630.

Vastaus
on 86. jdsen



12.4

Muodostetaan ensin jonon yleisen jasenen lauseke.
Lasketaan perékkaisten jdsenten erotus.
d=30-17=13

Muodostetaan jonon yleisen jésenen lauseke.
a,=a,+(n-1)d,

a,=17+(n-1)-13 o .
missd a, =17 ja d =13.

=13n+4

Muodostetaan seuraavaksi yhtilo ja ratkaistaan 7.

a, =10000 Sijoitetaan a, =13n+4.
13n+4=10000 Ratkaistaan CAS-laskimella.
n=768,9

Koska jonon seuraava jdsen saadaan aina edellisestd lisdamalla luku 13,
jonon jésenet suurenevat koko ajan. Tédten viimeinen jonon jésen, joka on
pienempi kuin 10 000, on jisen @, .

Jonon 768 ensimmaistd jasentd ovat pienempid kuin 10 000.

Vastaus

768 ensimmaistd jasentd



12.5

a) Ilmaistaan jdsenet a, =59 ja a, =179 ensimmadisen jdsenen a, ja
erotusluvun d avulla.

a,=a, +6d Sijoitetaan a, =59.
59=a,+6d
a,=a,+12d Sijoitetaan a,, =179.
179=a, +12d

Muodostetaan saaduista yhtéloistd yhtélopari ja ratkaistaan a, ja d.

59=a, +6d ) .
Ratkaistaan CAS-laskimella.

179=a, +12d

a,=-61 ja d =20

b) Lasketaan jonon 45. jésen.

a, =a, +44d Sijoitetaan a, =60 ja d =20.
=—61+44-20
=819
Vastaus

a) a,=—61 ja d=20 b) a, =819



12.6

Ensimmaisen viikon juoksumatka on 3,4 km.
Merkitdan joka viikko tehtdvad juoksumatkan pidennysté kirjaimella d.

Juoksumatkat muodostavat aritmeettisen jonon, jonka ensimmadainen jasen
a, =3,4(km) ja erotuslukuon 4 (km).

Jonon kuudes jédsen on a, =5,4 (km).

a) Ilmaistaan jasenet a, =5,4 ensimmdisen jdsenen a, =5,4 ja
erotusluvun d avulla. Ratkaistaan yhtdlostd d.

a,=a, +5d Sijoitetaan a, =5,4 ja a, =3,4.
5,4=3,4+5d Ratkaistaan CAS-laskimella.
d =0,4 (km)

Ansku pidentéd juoksumatkaa joka viikko 0,4 km.

b) Lasketaan jonon 15. jdsen.

as=a,+14d Sijoitetaan a, =3,4 ja d =0,4.
=3,4+14-0,4
=9 (km)

Ansku juoksee 15. viikolla 9 km.



¢) Muodostetaan jonon yleisen jdsenen lauseke.

a,=a,+(n-1)d,
a,=3,4+(n-1)-0,4 oL )
missd a, =3,4 ja d =0,4.

=0,4n+3

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan n.

a,=15 Sijoitetaan a, =0,4n+3.
0,4n+3=15 Ratkaistaan CAS-laskimella.
n=30

Lukujonon 30. jasen on 15 (km), joten Ansku saavuttaa tavoitteensa
30. viikolla.

Vastaus

2)0,4km b)9km ¢)30. viikolla



12.7

a) Appletin perusteella lukujonon ensimmdisen jisenen a, =12.

Lukujonon toinen jasen a, =10, joten jonon erotusluku
d=10-12=-2.

Muodostetaan jonon yleisen jdsenen lauseke.
a,=a, +(n—1)d, missd
a,=12+(n-1)-(-2) )
a, =12 ja d=-2.

=14-2n

b) Appletin perusteella lukujonon 8. jdsen on ensimmaiinen negatiivinen
jasen (a, =0 ja a; =-2).

12 { ]

10 ®




¢) Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan, kuinka mones lukujonon jdsen on
nolla.

a,=0 Sijoitetan a, =14 —2n.
14-2n=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
n="7

Koska lukujonon seuraava jisen saadaan edellisesti aina vihentdmalla
luku 2, on seuraava jasen aina pienempi kuin edellinen. Koska
lukujonon 7. jédsen on nolla, on lukujonon 8. jésen ensimmaéinen
negatiivinen jésen.

Vastaus

a) a,=14-2n b) 8. jasen c¢)8.jidsen



12.8

Aritmeettisen jonon seuraava jasen saadaan edellisestd lisddmalld aina sama
luku. Toisin sanoen aritmeettisen jonon perdkkaisten jasenten erotus on

aina sama luku.
a) Lasketaan perdkkdisten jasenten erotukset.
a,—a,=8-4=4

a,—a,=12-8=4
a,—a,=16-12=4

Lukujonon alussa perédkkaisten jédsenten erotus on aina 4, joten lukujono
voi olla aritmeettinen.
b) Lasketaan perédkkiisten jdsenten erotukset.

a,—a, =12-5=7
a,—a,=19-12=7
a,—a,=25-19=6

Lukujonon alussa perdkkaisten jasenten erotus ei ole aina sama luku,
joten lukujono ei voi olla aritmeettinen.



¢) Lasketaan perdkkiisten jdsenten erotukset.

a,—a,=11-6=5
a,—a,=6-11=-5
a,—a,=11-6=5

Lukujonon alussa perdkkaisten jasenten erotus ei ole aina sama luku,
joten lukujono ei voi olla aritmeettinen.
d) Lasketaan perdakkaisten jasenten erotukset.

a,—a,=5-17=-12
a,—a,=-71-5=-12
a,—a,=-19—-(-7)=-12

Lukujonon alussa perékkiisten jdsenten erotus on aina —12, joten
lukujono voi olla aritmeettinen.
e) Lasketaan perdkkiisten jdsenten erotukset.

a,—a,=4-2=2
a,—a,=8-4=4
a,—a,=16-8=8

Lukujonon alussa perdkkaisten jasenten erotus ei ole aina sama luku,
joten lukujono ei voi olla aritmeettinen.



f) Lasketaan perdkkiisten jdsenten erotukset.

3 1
(12_(11:2 2:_5
3 1
“-a=lm5="3
1 1

a4—a3 = 2—1:—5

Lukujonon alussa perdkkiisten jasenten erotus on aina —

5 joten

lukujono voi olla aritmeettinen.

Vastaus

Aritmeettisia jonoja voivat olla a, d ja f.



12.9

Aritmeettisen jonon seuraava jdsen saadaan edellisestd lisddmalld aina sama
luku. Toisin sanoen aritmeettisen jonon perdkkaisten jasenten erotus on
aina sama luku.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan x.

Sijoitetaan a, =x, a, =3x+1
a,—a,=a,—a, _ )
ja a; =x"+8.

Bx+1)—x=(x>+8)—(3x+1) Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=2 tai x=3

Kun x =2, kolme ensimmadisti jasentd ovat

a=x=2,
a,=3x+1=3-2+1=7 ja
a,=x"+8=2+8=12.

Kun x = 3, kolme ensimmadisti jasentd ovat

a,=x=3,
a,=3x+1=3-3+1=10 ja
a,=x"+8=3"+8=17.

Vastaus

Kun x =2, kolme ensimmadisté jasentd ovat 2, 7 ja 12.
Kun x =3, kolme ensimmdisté jésentd ovat 3, 10 ja 17.



12.10

Lahto 142 3 10 Maali
o o o o o o o o oo —o
13,72 m 14,02 m

Matka ensimmaiselle aidalle on 13,72 m.
Merkitddn kirjaimella d aitojen vilistd etdisyytta.
Matka 10. aidalleon 110 m—14,02 m =95,98 m.

Etdisyydet ldhtoviivalta aidoille muodostavat aritmeettisen jonon, jonka
ensimmdinen jisen @, =13,72 (m), erotusluku on d ja kymmenes jésen

on a,, =95,98 (m).

IImaistaan jdsen a,, =95,98 ensimmadisen jésenen a, =13,72 ja
erotusluvun d avulla. Ratkaistaan erotusluku d.

a,=a, +9d Sijoitetaan a,, =95,98 ja a, =13,72.
95,98 =13,72+9d Ratkaistaan CAS-laskimella.
d =9,14 (m) Aitojen vilinen etdisyys on 9,14 m.

a) Lasketaan lukujonon 5. jdsen.
a, =a, +(n—1)d, missé

a,=13,72+4-9,14 B o
a,=13,72, n=5 ja d =9,14.

=50,28 (m)

Matka ldhtoviivalta viidennelle aidalle on 50,28 metria.



b) Muodostetaan lukujonon yleisen jasenen lauseke.

a, =a, +(n—1)d, missi

a,=13,72+(n—1)-9,14 _
a,=13,72 ja d =9,14.

=9,14n +4,58 (m)

Matka lahtoviivalta n:nnelle aidalle on 9,14n + 4,58 metrié.

Vastaus

a) 50,28 metrid
b) 9,14n + 4,58 metrid



12.11

a) Jonon erotusluku d saadaan laskemalla perdkkdisten jasenten erotus.

d=91-100=—-9 d=a,-a,

b) Lasketaan jonon 17. jdsen.

100+16-(-9) a,=a,+(n-1)d,
a,=100+16-(—
7 missd @, =100, n=17 ja d =-9.

=44

¢) Muodostetaan jonon yleisen jasenen lauseke.

a,=a,+(n-1)d,

a,=100+(n-1)-(-9) o .

missd a, =100 ja d =-9.
=100-9n+9

=109-9n

Vastaus
a)d=-9

b) a, =-44

¢) a,=109-9n



12.12

Ensimmadisessa tuolirivissd on 24 tuolia.
Seuraavassa tuolirivissid on aina 3 tuolia enemmaén.

Tuolien lukumadrat perdkkaisissd riveissd muodostavat aritmeettisen jonon,
jonka ensimmdinen jidsen a, =24 ja erotusluku d=3.

Lasketaan jonon 15. jésen.
a,=a, +(n—1)d, missd

a,s=24+14-3 :
a, =24, n=15 ja d =3.

=66

15. tuolirivissd on 66 tuolia.

Vastaus

66 tuolia



12.13

Muodostetaan ensin jonon yleisen jasenen lauseke.
Lasketaan perékkaisten jdsenten erotus.
d=23-6=17

Muodostetaan jonon yleisen jésenen lauseke.
a,=a,+(n-1)d,

a,=6+(n-1)-17 o .
missd a, =6ja d=17.

=17n-11

a) Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan n.

a, =685 Sijoitetaan a, =17n—11.
17n-11=685 Ratkaistaan CAS-laskimella.
n=40,9 Luku 40,9 ei kelpaa jésenen jérjestysluvuksi.

Ratkaisu n = 40,9 ei ole positiivinen kokonaisluku, joten luku 685 ei
ole lukujonon jasen.



b) Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan n.

a, =33921 Sijoitetaan a, =17n—11.
17n—-11=33921 Ratkaistaan CAS-laskimella.
n=1996 Luku 1996 kelpaa jasenen jérjestysluvuksi.

Luku 33921 onjonon 1996. jasen: a4 =17-1996-11=33921.

Vastaus

a) Ei ole.
b) On 1996. jasen.



12.14

Muodostetaan ensin jonon yleisen jasenen lauseke.
Lasketaan perékkaisten jdsenten erotus.
d=1689—-1700=-11

Muodostetaan jonon yleisen jésenen lauseke.
a,=a,+(n-1)d,

a,=1700+(n-1)-(-11) o .

missd a, =1700 ja d =—11.

=1711-11n

Muodostetaan seuraavaksi yhtdlo ja ratkaistaan 7.

a,=0 Sijoitetaan a, =1711-11n.
1711-11n=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
n=~155,5

Koska jonon seuraava jasen saadaan aina edellisestd vahentamalld luku 11,
jonon jésenet pienenevit koko ajan. Téten viimeinen jonon jésen, joka on
positiivinen, on jisen a,s;.

Jonon 155 ensimmdisté jasentd ovat positiivisia.

Vastaus

155 ensimmaista jasentd



12.15

Midéritetddn jonon ensimmdinen jasen a, ja erotusluku d.

[Imaistaan jdsenet a, =6520 ja a, =-2360 ensimmdisen jdsenen q,

jaerotusluvun d avulla.

a,=a, +2d Sijoitetaan a, = 6520.
6520 =aqa, +6d
a,, =a, +39d Sijoitetaan a,, =—-2360.
—2360=aqa, +39d

Muodostetaan saaduista yhtéloistd yhtélopari ja ratkaistaan «, ja d.

6520=aqa, +2d ) ]
Ratkaistaan CAS-laskimella.

~2360 = a, +39d

a,=7000 ja d =-240

Lasketaan jonon 20. jisen.

a, =a,+19d Sijoitetaan a, =7000 ja d =-240.
=7000+19-(-240)
=2440

Vastaus

ay, = 2440



12.16

a, =48 ja d=-3

a) Jonon toinen jisen a, =48+ (-3)=45.
Viittdma on tosi.

b) Esimerkiksi jonon jédsen a,, =48+19-(-3)=-9 on negatiivinen.
Jonon kaikki jdsenet eivét siis ole positiivisia.

Viittdma on epétosi.

¢) Muodostetaan jonon yleisen jasenen lauseke.

a, =a,+(n—1)d, missa

a, =48+ (n-1)-(-3) 4 =48 ja d =3
17 _ .

=48-3n+3
=51-3n

Viittdima on epitosi.

d) c-kohdan perusteella vaittdma on tosi.

e) c-kohdan perusteella viittdma on tosi.

Vastaus
a) tosi b) epitosi c¢) epdtosi d) tosi e) tosi



12.17

Matka 5. pylvéélle on 885 m.
Matka 20. pylvéélle on 2010 m.
Merkitdén kirjaimella d pylvéiden vilisti etdisyytta.

Etdisyydet risteyksestd pylvdille muodostavat aritmeettisen jonon, jonka
5.jdsen a; =885 (m), 20. jésen a,, =2010 (m) ja erotusluku on d.

IImaistaan jédsenet a; =885 ja a,, =2010 ensimmadisen jdsenen a, ja
erotusluvun d avulla.

as=a, +4d Sijoitetaan ag = 885.
885=a, +4d
a,, =a, +19d Sijoitetaan a,, =2010.
2010=a, +19d

Muodostetaan saaduista yhtéloistd yhtélopari ja ratkaistaan a, ja d.

885=a,+4d ) )
Ratkaistaan CAS-laskimella.

2010=gq, +19d

a, =585 ja d =75

Ensimmadisen pylviin etdisyys risteyksestd on 585 m ja pylvdiden vélinen
etdisyys on 75 m.
Lasketaan lukujonon 45. jésen.
a, =a, +(n—1)d, missi
a,; =585+44-75 .
a, =585, n=45 ja d=75.
=3885 (m)

Viimeisen pylvéén etdisyys risteyksestd on 3885 m.



Vastaus

ensimmadinen pylvds 585 m ja viimeinen pylvds 3885 m



12.18

Aritmeettisen jonon seuraava jasen saadaan edellisestd lisdidmalld aina sama
luku. Toisin sanoen aritmeettisen jonon perdkkaisten jasenten erotus on
aina sama luku.

o Yhtdlot voi muodostaa kayttimalla
Muodostetaan kaksi yhtéloa. - L
mitd tahansa kahta perdkkaisti jasenta.
Sijoitetaan a, =a, a, =2a+1
a, -, =a;—4a, .
ja a;=a+b.

Ra+1)—a=(a+b)—(2a+1)

Sijoitetaan a, =a, a, =2a+1,
a,—a,=a,—a, _
a,=a+b ja a,=T7a->b.

Ra+1)—a=(7Ta-b)—(a+b)

Muodostetaan saaduista yhtdloistd yhtédlopari ja ratkaistaan a ja b.

Ra+l)—a=(a+b)—(2a+1) ) .
Ratkaistaan CAS-laskimella.

2a+l)—a=(Ta-b)—(a+b)

a=5ja b=12

Vastaus

a=5ija b=12



12.19

Seitsemalld jaolliset positiiviset kokonaisluvut muodostavat lukujonon
7, 14, 21, 28, ... . Lukujono on aritmeettinen jono, jonka ensimméinen
jisen a, =7 ja erotusluku d="7.

Muodostetaan jonon yleisen jasenen lauseke.

a,=a,+(n-1)d,
a,=T+(m=1)-7 - .
missd a, =7 ja d=17.

=Tn

Selvitetddn, kuinka mones lukujonon jasen on ensimmaéinen, joka on
vihintddn 4500.

a, =4500 Sijoitetaan a, =7n.
Tn=4500 ‘: 7 Yhtélon voi ratkaista CAS-laskimella.
n=6429

Koska jonon seuraava jasen saadaan aina edellisestd lisdamalla luku 7,
jonon jdsenet suurenevat koko ajan. Tdten ensimmaéinen jonon jésen, joka
on vahintddn 4500, on jésen a,;.



Selvitetdan, kuinka mones lukujonon jdsen on viimeinen, joka on
korkeintaan 7000.

a, =7000 Sijoitetaan a, =7n.
7n="7000 ‘: 7 Yhtélon voi ratkaista CAS-laskimella.
n=1000

Koska jonon jdsenet suurenevat koko ajan, viimeinen jonon jasen, joka on
korkeintaan 7000, on jdsen a,,-

Jonon jisenistd vililld 4500 <x <7000 ovat jisenet ag,;, dgy,-.s oo -
Lukujen mééara on siis

Lukujonon 642 ensimmdisté
1000 — 642

jasentd ovat alle 4500.
=358

Vililld 4500 <x <7000 on 358 luvulla 7 jaollista kokonaislukua x.

Vastaus

358



12.20

a) Appletin perusteella tuntiviisari ja minuuttiviisari ovat paallekkdin
seuraavan kerran klo 13.05.

12

b) Merkitddn kirjaimella a, tunteina aikaa, joka on kulunut, kun
osoittimet ovat n:nnen kerran paallekkain.

Kellon tuntiviisari kiertd kellotaulun 12 tunnissa. Samassa ajassa
minuuttiviisari kiertdd kellotaulun 12 kertaa. Koska viisarit liikkuvat

vakionopeudella, on perdkkiisten paillekkdinoloaikojen erotus aina
sama luku.

Luvut a, muodostavat aritmeettisen jonon, jonka ensimmadinen jdsen
a, =0 jaerotusluku on d.

Kello 24.00 aikaa on kulunut 12 tuntia ja viisarit ovat paéllekkdin
12. kerran. Siis a;, =12. Ilmaistaan jdsen a,, ensimmadisen jisenen

a, jaerotusluvun d avulla. Ratkaistaan erotusluku d.

a,=a,+11d Sijoitetaan a, =12 ja a, =0.
12=0+11d ‘: 11 Yhtilon voi ratkaista CAS-laskimella.
12 1
d= 1= lﬁ (h)

Muutetaan perdkkéisten paéllekkdinoloaikojen vélinen aika d
tunneiksi, minuuteiksi ja sekunneiksi.



d

1
lﬁh
1h+i

11h 1 h =60 min

1 .
—1h+ﬁ-60mm

60 . 60 5
:1h+ﬁmm ﬁ:SH
=1h+5£min

11
=1h+5min+%min I min=60s

=1h+5min+l—51-605

~lh+5min+27s

Viisarit ovat seuraavan kerran péillekkéin, kun aikaa on kulunut
1 h5min27s eliklo 13.05.27.

Vastaus

a) 13.05 b) 13.05.27



	12.1
	12.2
	12.3
	12.4
	12.5
	12.6
	12.7
	12.8
	12.9
	12.10
	12.11
	12.12
	12.13
	12.14
	12.15
	12.16
	12.17
	12.18
	12.19
	12.20

